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No Brasil, ainda existem regiões onde séries históricas de dados hidrológi-
cos são bastante reduzidas ou até mesmo inexistentes, devido aos elevados 
custos de implantação, operação e manutenção de redes hidrométricas, 
principalmente em grandes bacias hidrográficas. 
A necessidade de se estimar a médio e longo prazo as vazões máximas, médias e 
mínimas em áreas com carência de dados hidrológicos é de grande importância 
para o planejamento hídrico na agricultura.
Neste Documento, é apresentado um modelo teório não linear para algumas 
variáveis hidrológicas, mutuamente dependentes e descritas por meio de 
uma rede de mapas acoplados. O estudo apresentado neste trabalho está 
baseado na substituição das equações diferenciais usuais por um modelo 
equivalente, entretanto, com evolução temporal discreta e variável de esta-
do contínua, o que pode ser particulamente útil para investigar aumento de 




Determinismo e estocacidade ............................................................10
Método de predição não-linear e redes de mapas  
acoplados ................................................................................................12
Acoplamentos local e global ..............................................................13




Dinâmica não-linear em 
sistemas hidrológicos
O planejamento dos recursos hídricos está intrinsecamente relacionado às 
ações e práticas que visam garantir determinados padrões de qualidade 
dentro de uma unidade de conservação, a bacia hidrográfica. 
Nesse contexto, é essencial conhecer os fatores mais importantes da 
sistemática hidrológica e dos recursos hídricos propriamente ditos, princi-
palmente, considerando-se uma descrição unificada do comportamento do 
sistema hidrológico, que surge da junção ou acoplamento de todos seus 
componentes. Embora nem todos os componentes do sistema hidrológico 
apresentem um comportamento complexo, o tamanho do domínio espaço-
temporal e o alto grau de não linearidade envolvidos fazem com que o 
processo chuva-vazão (mecanismo que transforma as águas da chuva em 
vazão nas bacias hidrográficas) seja um sistema altamente complexo. Para 
modelar de forma realista um sistema de tal complexidade, a única possi-
bilidade é eliminar certos vínculos entre as diversas variáveis envolvidas 
e considerar apenas os mecanismos prevalecentes, por uma redução no 
número dos graus efetivos de liberdade. 
Comportamentos aparentemente complexos podem ser abordados do pon-
to de vista da Teoria do Caos e por um determinismo simples influenciado 
por algumas variáveis não-lineares, mutuamente dependentes e descritas 
Alexandre de Castro
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O sistema que governa o processo chuva-vazão pode ser visto como uma 
cascata de componentes acoplados, cada um, determinando de algum 
modo, o estado dos outros. Quando um sistema envolve um grande nú-
mero de variáveis, uma dinâmica N-dimensional é esperada e o conjunto 
é praticamente indistinguível de um sistema puramente estocástico. Nesse 
Determinismo e estocacidade
por uma Rede de Mapas Acoplados (RMA) (modelos acoplados equivalen-
tes às equações diferenciais parciais, mas com evolução temporal discreta, 
i.e. não-contínua). A novidade na simulação hidrológica apresentada aqui 
está baseada na substituição das equações diferenciais usuais e modelos 
tradicionais, por um modelo equivalente, entretanto, com evolução tempo-
ral discreta, o que aumenta significativamente a eficiência computacional. 
As RMA permitem, a partir de uma discretização da região de interesse, 
interpretar as variáveis macroscópicas globais como sendo resultantes do 
comportamento coletivo de variáveis análogas, porém definidas localmen-
te. 
O comportamento caótico tem sido observado na modelagem de fenôme-
nos que envolvem complexidade espaço-temporal. Os métodos e aplica-
ções relacionados à dinâmica não-linear e à Teoria do Caos podem con-
tribuir para uma compreensão de processos hidrológicos, particularmente, 
do processo chuva-vazão. Como exemplo, podemos citar os trabalhos 
de Berndtsson et al. (1994); Hense (1987); Jayawardena e Lai (1994); 
Koutsoyiannis e Pachakis (1996); Porporato e Ridolfi (1997); Puente e 
Obregon (1996) e Tsonis et al. (1993).
Esses autores investigaram comportamentos caóticos, limitados ao pro-
cesso de chuva e de vazão, separadamente. Entretanto, o comportamento 
caótico do processo chuva-vazão para uma dada bacia hidrográfica, ainda 
carece de investigação detalhada. 
Apesar de a literatura ser ampla, a maioria dos estudos envolvendo mapas 
acoplados tem se restringido a identificar comportamentos específicos nos 
mais variados sistemas, sendo pequeno o número de estudos que per-
mitem entender todos os processos dinâmicos envolvidos, de modo a se 
poder explorar os modelos para fins de previsão.
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caso, a dimensão de sistema hidrológico, ou seja, seu número de graus de 
liberdade é tão alto que impede praticamente qualquer tipo de descrição 
determinística. Porém, a intensificação da importância relativa de alguns 
mecanismos pode permitir uma descrição determinística mais apurada 
e de baixa dimensionalidade. Trabalhos recentes envolvendo modelos 
dinâmicos mostram que sistemas descritos por dimensões infinitas, ou 
seja, equações diferenciais parciais, podem também, ser satisfatoriamente 
descritos por equações dinâmicas com atratores finitos de baixa dimen-
sionalidade e por sincronismos que podem ocorrer entre subsistemas 
interagindo de forma não-linear (CARROLL; PECORA, 1993). Todas essas 
observações sugerem a possibilidade de uma descrição determinística, de 
baixa dimensionalidade, do processo chuva-vazão. 
Muitos estudos têm sugerido a presença de componentes determinísticos 
de baixa dimensionalidade na dinâmica do clima global. Outros trabalhos 
sugerem que a dinâmica caótica de baixa dimensionalidade pode ser ori-
ginada da interação não-linear entre clima e grandes bacias, por exemplo, 
oceanos e grandes massas de gelo. 
Uma ferramenta útil de análise é a projeção do atrator (estado no qual um 
sistema dinâmico eventualmente se estabiliza) da série temporal , onde i = 
1, 2, ..., N, reconstruído em um espaço m-dimensional de acordo com: 
Yi = (Xj, Xj+t, Xj+2t, ..., Xj+(m-1)t) 
onde; j= 1,2,...,N - (n-1)t /∆t m é a dimensão do vetor Yj e t é uma defasa-
gem no tempo ∆t.
Para estimar a dimensão da correlação transforma-se o espaço de acordo 
com a Eq. (1). A função de correlação C(r) é determinada por
onde H é a função de Heaviside, com H(u) = 1 para u > 0 , e H(u) = 0 para 
u ≤ 0, onde u=r - |Yi - Yj|, r é o raio da esfera centrada em Yi ou Yj e N é o 
número de pontos. Se a série temporal é caracterizada por um atrator, en-
tão para valores positivos de r, a função de correlação C(r) e o raio r estão 
relacionados de acordo com:
(1)
(2)
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A predição não-linear no estudo de sistemas dinâmicos é considerada um 
método prático com possibilidades de desenvolver, a curto prazo, previ-
sões e métricas em sistemas complexos, pela sua capacidade de melhor 
definir os aspectos não-lineares envolvidos nesse tipo de sistema. Dentro 
da dinâmica determinística, predições de caráter não-linear são mais con-
fiáveis que os métodos estatísticos em geral. A técnica de predição não-li-
near é uma importante ferramenta investigativa de dinâmica de fenômenos 
naturais, em particular, para determinar a presença de caos determinístico, 
pois a possibilidade de realizar previsões em séries temporais está direta-
mente relacionada com os tipos de dinâmicas que as geraram. 
O método de predição não-linear utiliza o conceito de espaço de fase para 
determinar o atrator da série temporal. Para uma série temporal Xi onde i = 
1, 2, ..., N, o espaço de fase pode ser obtido de acordo com Eq. (1). 
Uma vez que o atrator foi obtido no espaço de fase m-dimensional, é pos-
sível interpretar a dinâmica na forma de mapas do tipo ƒT m-dimensionais, 
conhecidos por RMA, ou seja, 
Yj+T = ƒT (Yj)
Método de predição não-linear e redes de mapas 
acoplados
~αrv
onde a é constante e n é o expoente de correlação. 
Estudos demonstram que dinâmicas de baixa dimensionalidade podem 
estar presentes na resposta de grandes bacias, onde são prováveis as 
conexões com o clima local. Interações entre solo-umidade e dinâmica at-
mosférica podem produzir comportamentos caóticos em diferentes escalas 
de tempo, pelos mecanismos de realimentação relacionados à reciclagem 
da umidade do solo por evaporação. Uma vez que esses mecanismos 
produzem entradas no sistema, ou seja, chuva, o passo final do processo é 
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onde Yj e Yj+T são vetores de dimensão m e descrevem o estado j atual e 
estado j+T futuro do sistema. O problema geral do método é, então, encon-
trar uma expressão apropriada para as funções ƒT.
Existem várias possibilidades de aproximações para as construções das 
funções ƒT. Essas possibilidades estão divididas principalmente em duas 
categorias: funções com acoplamento global e funções com acoplamento 
local. As RMA são amplamente utilizadas para estudar processos espaço-
temporais em diversos sistemas complexos.
Para construir uma RMA, é necessário desenhar uma rede espacial 
adequada à investigação que se deseja efetuar e atribuir uma variável 
dinâmica xt(i) a cada célula, onde o índice i denota a posição na rede, e t 
representa o tempo de interação. Para a dinâmica local é possível selecio-
nar uma ampla variedade de sistemas discretizados no tempo. Entre vários 
mapas destaca-se principalmente o mapa logístico, empregado por diver-
sos autores.
Os mapas podem ser acoplados de muitas maneiras segundo a natureza 
do problema em questão. O acoplamento pode ser local, no qual a dinâmi-
ca de uma célula é modificada pelas variáveis das células vizinhas; ou não 
local, onde uma célula é afetada por um conjunto de células distantes da 
célula em questão. Outro importante aspecto a ser considerado é o alcan-
ce do acoplamento. O caso extremo de acoplamento de curto alcance é 
efetuado com o vizinho mais próximo (acoplamento local unidimensional). 
Nesse caso, a dinâmica de uma célula i é afetada somente pelas células 
vizinhas (j-1) e (i+1) colocadas em uma linha.
A expressão geral para uma RMA é dada por:
xt+1(ri ) = ƒ (xt (ri )) + Φ
onde Φ é uma função de acoplamento que depende do estado de algumas 
células do sistema que podem ou não ser vizinhas à célula de coordenada 
(ri ). O acoplamento local é dado por:
Acoplamentos local e global
→ → (5)
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 Φ (rj ,t) = g0 • g (xt(ri )) + g1 • g (xt(ri+j)) + g2 • g(xt(ri - j ))
onde g0,g1 e g2 são constantes de acoplamento e g (xt(ri )) representa o esta-
do de cada célula i. 
Já o acoplameto global é dado pela seguinte expressão: 
xt+1(i) = (1 - θ) ƒ (xt(i)) +          ƒ(xt(j))
onde ε é o parâmetro de acoplamento entre as células, ƒ(xt(i)) é a dinâmi-
ca local da célula i e ƒ(xt(j)) representa as dinâmicas das células restan-
tes. 
Entre as vantagens de trabalhar com RMA está o fato de que o caos local 
e o processo de interação espacial podem ser cuidadosamente separados. 
Por sua natureza espaço-temporal discreta, as RMA são muito eficientes 
do ponto de vista computacional. O número de células necessárias é bem 
menor em comparação ao utilizado, por exemplo, pela técnica de autô-
matos celulares (modelos que consistem em uma rede infinita e regular 
de células, cada uma podendo possuir um número finito de estados, que 
variam de acordo com regras determinísticas).
O modelo de RMA pode ser utilizado para descrever sistemas hidrológicos, 
nos quais são empregadas equações diferenciais como, por exemplo, as 
equações de reação-difusão para uma variável x em uma dimensão z: 
onde ƒ(x(z,t)) representa a função ou dinâmica local, e D é constante de 
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Consequentemente, a equação (7) equivale a: 
xt+1(i) = ƒ (xt(i) + xt(i) + g [xt(i+1)+xt(1-i)- 2xt(i)]
que representa a RMA com acoplamento discreto em uma dimensão (z). 
Com relação à variável espacial (ver Figura 1), a derivada discretizada é 
expressa por: 
(10)
Figura 1. Discretização da segunda derivada.
(11)
Recentemente, pesquisas em sistemas complexos têm conduzido a novas 
abordagens e aplicações da modelagem dinâmica não-linear. As recentes 
alterações no enfoque de estudo de problemas hidrológicos como admi-
nistração de recursos hídricos, transporte de poluições, infiltração de água 
no solo, etc., necessitam, principalmente, de uma modelagem precisa do 
processo chuva-vazão. Embora as últimas décadas tenham testemunha-
do uma grande variedade de aproximações e o desenvolvimento de um 
grande número de modelos para entender a dinâmica do processo chuva-
vazão, uma aproximação unificada para o problema ainda está sendo 
investigada. Isso é devido à grande variabilidade espaço-temporal exibida 
Discussão
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pelo processo chuva-vazão e a limitação na disponibilidade de ferramentas 
matemáticas apropriadas para explorar a dinâmica que está inclusa no 
processo.
A aplicação do método de predição não-linear, utilizando uma RMA, para 
investigar possíveis comportamentos caóticos na dinâmica do processo 
chuva-vazão pode ser útil considerando-se que as equações determinísti-
cas não-lineares são extremamente sensíveis às condições iniciais. 
Em vários contextos, as RMA são relativamente mais simples de serem 
empregadas do que equações contínuas. As evoluções temporais de 
muitos sistemas hidrológicos, como o processo chuva-vazão, podem 
ser descritas pelos mapas acoplados com termos não-lineares e topolo-
gia não trivial em que, por suas interações, diferentes atratores podem 
emergir e representar o comportamento dos diversos componentes do 
processo.
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